BoLoms

5- INTEGRAL KAVRAMI

5-1 ilkel Fonksiyon veya Belirsiz integral

Bir fonksiyonun tirevinin nasil alindigini biliyoruz.Bu bdélimde tdrevi alinmis bir
fonksiyonun ilkelinin(dnceki halinin) nasil bulunacagini inceleyecegiz.Yapacagimiz
bu isleme “integral alma” veya fonksiyonun ilkelini bulma islemi denir.Bu islem tiirev
alma isleminin tersidir.

Tanim
Turevi F(x) yada diferansiyeli f(x)dx olan f(x) fonksiyonuna f(x) fonksiyonun bir

ilkeli ya da belirsiz integrali denir ve _[f(x)dx = F(x) seklinde gosterilir.Yani
F'(x)=f(x)

Ornek

3
X

F(x)= fonksiyonu (-0,0) araliginda f(x)=x* fonksiyonunun bir ilkelidir.Ciinki

3
F'(x) :(%j :%-(f)l :%-3)& = x? = f(x)

Ornek
F(x)=2\/; fonksiyonu (0,c0) arahdinda f(x):% fonksiyonunun bir ilkelidir.
X
1 1 1
(nkii F'(x)=(@Vx) =2-(Wx)' =2 = —=—= f(x
G (x) = (2Vx) (Vx) NN f(x)

Ornek
F(x):l fonksiyonu (-o0,00) araliginda f(x):—i2 fonksiyonunun ilkeli degil
X X

Clnku F'(x) = f(x) esitligi x =0 igin saglanmiyor.
(-0,0) arahginda F(x) fonksiyonu f(x) fonksiyonunun ilkelidir.
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ALISTIRMALAR
F(x) fonksiyonu f(x) fonksiyonunun ilkelimidir?

a) F(x)=x° f(x)=5x* xe (-o0,00)

b) F()c):L3 ,f(x):-% , X € (-00,00)
X X
c) F(x):%-x7 ,f(x)=x° ,x € (-00,0)

d) F(x)= —é f(x) = Xi

7 2

x € (0,0)
e) F(x) = 3-sin(x) , f(x) = cosx , xe (-0,0)
f) F(x) =5-x*,f(x)=-4x>xe (-00,00)

g) F(x) = cosx-4, f(x) = -sinx , xe (-00,00)
h) F(x) :iz+2 f(x) =
X

2X3 7X € (‘CD,O)

5-2 Baslangig Sartlari ve Ozel Céziimler.
Biz biliyoruz ki ;

f(x) =x?, ise f(x)=2x

f(x) = x*+1 ise f(x)=2x

f(x) =x*>-4 ise f(x)=2x

Bu turevleri tersinden dugunelim.

Yani f(x) = 2x ise f(x)=x*+C
Clnki F’(x) = (x*+C)’ = 2x = f(x)

Yukarida U¢ ayni fonksiyonun tlrevi alindiginda tek bir fonksiyon elde edildigini
(sabitin tdrevi sifir oldugundan) biliyoruz.Bu tirevi alinmig fonksiyonlar integralleri
alindiginda ayni fonksiyonu elde edebilmek igin bir C sabitinin oldugunu distinmek
zorundayiz.Tamamen keyfi bir deger alan bu C sabitine integral sabiti denir.

Demek ki jf(x)dx integralinin hesaplanmasi turevi f(x) olan fonksiyonunun

bulunmasidir.O halde belirsiz integrallerde mutlaka bir integral sabitinin var oldugunu

unutmamaliyiz.
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C\

Ornek
f(x)=-x> ,xe(~o,ox) fonksiyonunun ilkelinin genel sekli nedir?

Cozum
4
f(x) = -x* ise F’(x):—xT+C

4
Cinkii  F'(x)= (—%y +C ==y

Ornek

f(x) =i2 ,X € (0,0) fonksiyonunun (1,1) noktasindan gegen ilkelini bulunuz.
X

Cozum

f(x):i2 ise F(x):—l+C
X X

Eger x=1ise F(1) =1

f(l):—%+C=1

-1+C =1

C =2

Yani (1,1) noktasindan gecgen ilkeli F(x)= —l+ 2
X

5-3 Belirsiz integralin Ozellikleri

1) Belirsiz integralin turevi , integrali alinan fonksiyona egittir.
Yani i[ j F(x)dx]= f(x) dir.
dx

2) Belirsiz integralin diferansiyeli integral isareti altindaki ifadeye esittir.
Yani d[[ f(x)dx]= f(x)dx dir.

3) Bir fonksiyonun diferansiyelinin belirsiz integrali , bu fonksiyona C sabitini
eklemekle elde edilir.

Yani [df (x)=f(x)+c dir.

4) ki fonksiyonun toplami veya farkinin integrali , bu fonksiyonlarin integrallerinin
toplamina veya farkina esittir.

Yani j [ £(x) Fg(x)]dx = j F(x)dxF j 2(x)dx dir.
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5) Bir sabitle bir fonksiyonun ¢arpiminin integrali , o sabitle fonksiyonun integralinin
carpimina esittir.

Yani [kf (x)dx = k[ f(x)dx dir.

Bazi integral Formiilleri

1) Idx:x+C
2) [kdx=ke+C  k=sabit

3) J.x"dx— +C , n#-1
n+1
n+l
4) de: z C .zl
x" —n+l
dx

X

+C

7) J.axdx -4

Ina

8) Jsinxdx:—cosx+C
9) _[cosxdxzsinx+C

10) [ tan xdx =~ In|cos x| + C

11) | cot xdx = Injsin x| + C

12) [ sec xdx = Injsec x + tan x| + C

13) j cos ecxdx = —In|cos ecx + cot x| + C
14)jsec2 xdx =tanx + C

15)Icosec2xdx =—cotx+C

16)J. 2dx 2:larctan£+C
a-+x° a a
dx 1 xX—a

17 =—1In +C
)'[czz—)c2 2a |x+a
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= arcsm + C

18)[\/7

+C

‘x+\/x +a

19)]\/7

S
S ()

20) | dx =In| f(x)|+C

21) [ /(0.1 (x)dx = [f(x)]

22) [ " (x).f " (x)dlx = MJr C (n#-1)
n+l1

CosS mx

23)Isin mxdx = — +C

m
sin mx

24) I cos mxdx = +C

m

kx
25).[ekxdx:e—+C
k

kx

26)[a*ax=-2—+C
)Iaxk

Ina
ALISTIRMALAR

1) f(x) fonksiyonunun ilkelinin genel sekli nedir.?

a) f(x) = 2-x*

b) f(x) = 4x

c) f(x) = x°

d) f(x) = x + cos x

&) f(x)=1-—

) f(x) = -3

) f(x)=—+4x

) £ =—
COS X
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2) f(x) fonksiyonunun M noktasindan gecen ilkelini bulunuz.

a) f(x) =2cosx, M (—%,l)
b) f(x) = 1-x4, M(-3,9)
c) f(x)zsin(x+%), M(%”,—D
Q) W= . MG
e) f(x)=3x+i2 : M(-1,4)
f) f(x)=1-2x ,x M(3,2)

9) f(x):%—10x4+3 , M(1,5)
X
h) f(x) =x’+2 , M(2,15)

3) Asagida verilen integralleri hesaplayiniz.

1) j(z—x3+i3)dx
X
2) j(iz—sinx)dx
X

3) J.(x + % + cos x)dx
X
4) [(5x* ~ax
5) j(zx —5)dx
6) [(3sin2x)dx
1 X
7) [l cos(o =
8) [
cos’ (g -X)

2 1
9) J.[—x—5+ cos’(3x—1) dx
10) j[(l —cos3x+2 sin(% —x)]dx

1 1
11 + —3x*1d
) j[sin24x 2—x Xl

13) j[ﬁ+2cos(%—x)]dx
14) J-Sexdx

15) 2.3 dx

16) [ 4" dx

17) j[%ex +1]dx

18) J‘ede

19) j 2719 dx

20) j (2.0,97 — 5,6 )dx

21) j (¥ +2,3")dx
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2 .
12) j[m—3sm(4 —x) +2xJdx

5-3 INTEGRAL ALMA METODLARI

Gostermis oldugumuz integral alma kuralina benzemeyen fonksiyonlarin integralini
farkh metotlarla bulmak mumkuanddar.

5-3-1 Degisken Degistirme metodu
Ornek

[ex-3)dx="

Cozim

2x-3 = u dersek ve diferansiyelini alirsak

2dx =du = dx :%du

6 6 26
I(2X—3)5dx=fu5.lduzlfusdu:l.u—+czu_+cz(zx 3) L C
2 2 2°6 12 12

Ornek

1
Imdxﬂ

Cozim

2-Xx=u
-dx =du = dx =-du
1

1 1 . vy
———dx=|—=.(-du)=—|u Ydu=——2+C=-2Ju+C=-22-x+C
I/z_x J.\/; ) J. l

Ornek

2

J‘%dx =7
(4—15x)
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Cozum

4 -15x =u

—15xdx =du = dx = -%du

J (4- 15x)
ALISTIRMALAR

j (1-3x)°dx
[N+ 4xax

3) j FCA+x) dx
[xdi-xax
j 5sin’ 4x cos 4x.dx

6) Jsinz x.c0s xdx

1
K e
J\/;(l+\/;)3dx

7
9) J(2x T 3)3 dx

O [ o
11) jsx Va+x dx

3x
et

13) Ixz cos4x’dx
14) jx(x+1)“

x+2x°
19) J.(x + X )

16)] mdx

2x+1 d

Vxt+x

17)

Abdullayeva, Cetin, Tagkin

1 ~ 1

3 + C—ﬁ‘l‘ C
15u 15.(4 —15x)
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lnx

18) j
19) Ie M dx

20) -[1+sinx

21) j " (x = 1)dx
22) I 0¥ cos xdx
23) J-cos(lnx)

24) Imdx

25) I(l +sin x)’ cos xdx
2) J-(lnx)
Jinx

X

COS X
dx

dx

27) |
J-(l+

o
30) | \/dex

31) _[ sin xdx
3.cosx+7

5-3-2 Kismi integrasyon Metodu

Abdullayeva, Cetin, Tagkin

If(x).g(x).dx biciminde iki fonksiyonun carpiminin integrali bazen gug olabilir. Boyle

fonksiyonlarin daha kolayca integrallenebilmesi amaciyla kismi integralleme

asagidaki gibi yapilir.

(uv)l =u'v+uw
d(uv) du dv
=vV—+4u—
dx dx dx
d(uv) = vdu + udv
Id(uv) = Ivdu + Iudv
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uy = J‘vdu+J.udv

Iudv =uv —Ivdu

Ornek
Ixe"dx =9
Coziim

x=u=dx=du
e'dx=dv=e" =v

Abdullayeva, Cetin, Tagkin

Ixex dx=Judv =U.V—Ivdu =xe" —Iexdx=xex —e"+C

Ornek

Ixzexdx =7
Gozum

x> =u = du =2xdx

ede=dv=ov=e"
Ixzexdx = Iudv = uv—jvdu =x’e" —Iex2xdx

=x’e" — 2‘[ xe“dx = x’e* — ZIudv =x’e" —2(uv— jvdu)

=u=du=dx
edx=dv=>v=e’
x’e* —2(xe" —J.exdx):xzex —2xe* +2¢" +C

Ornek
Iezx sin 3xdx =?
Cozim

sin3x =u = du =3cos3xdx
2x

eFdx=dv=v=

Iez" sin3xdx = judv = uv—jvdu = sin3x.§—j

10

e2x

2

.3cos3xdx
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¥ cos3xdx =B

cos3x =u = du = —3sin3xdx

eFdx=dv=v=

2x

sm 3x 3 sm 3x 3
J- v = 2 (uv - Ivdu)
* sin 3X 3 3e cos3x _2J.e2’“ sin3xdx  yani
4 4
2x . 2x
sin 3xdx = <0 3x _3e7cosdx 9 e** sin 3xdx
2 4 4

sin3xdx = A dersek

2 . 2
e“sin3x 3e““cos3x 9

4 4’

e sin3x  3e* cos3x

13 4

2 . 2
2e“sin3x 3e” cos3x

2 .
e”" sin3xdx =

—_—

ALISTIRMALAR

—

I x* In xdx
I x cos 3xdx

W N

I x? sin xdx

o b

Ixsm dx
Ix\/m dx
Ixzsinxzdx
I(lnx)zdx
I\/_lnxdx

10) jx cos x4dx

© 0 N O

13
e (2sin x — 3cos 3x)
13

+C

11
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12) Iezx cos 2xdx
13) Ixcosz xdx
14) Iln(l — X)dx
15) Ixsin 3xdx
16) [ x’e™ dx

17) J‘cos2 xdx
18) [ xv/2x +1 dx
19) Iarcsin xdx
20) I arctan xdx

5-3-3 indirgeme formiilleri

Diferansiyelinde sin” x ve cos” x gibi ifadeler bulunan integrallerde kismi
integrasyon metodu art arda uygulanirsa asagidaki indirgeme formdalleri elde edilir.

. 1. n— .
Jsm” xdx = ——sin"" xcosx + J.sm” % xdx
n n

1 _ n-—1 _
jcos” xdx =—cos"" xdx + Icos” % xdx
n n

Ornek
Isinﬁ xdx =7
Cozum
6 1. 5¢. .4
J-sm xdx = ——sin xcosx+—.[sm xdx
6 6

sinxcosx 5| x . s 3¢.5
=————+—|——sIn xcosx+—J‘sm xdx
6 4 4

6
. 5 . 5
__Sn xcosx  Ssin xcosx+§'[sin2xdx
6 24 8
sin’ xcosx 5sin’xcosx 5( 1 . 1
=— - + =, ——smxcosx+—jdx
6 24 8 2 2

12



o
@

Q MATEMATIK-II Abdullayeva, Getin, Taskin

sin® xcosx Ssin’ xcosx Ssinxcosx 5x
== - - +—+C

6 24 16 16

Ornek

J.cos5 xdx =7

Cozum

J.cos5 xdx = %cos4 xsin x +%Jcos3 xdx

cos* xsinx 4

+—. lcos2 xsinx+gj-cosxdx
513 3

5
cos’ xsinx 4cos® xsinx 8sinx
= + + +C
5 15 15

ALISTIRMALAR
1) J 3cos* xdx

2) dx

sin” x
=
3) j(Zsin3x+5cos6x)dx

5-3-4 Basit Kesirlere Ayirma Metodu

Bu metot rasyonel fonksiyonlarin integrasyonunda kullanilan bir metoddur.

k .
a) '[ p—" dx  hali

Bu tlr kesirlerde paydanin tirevi pay kisminda varsa logaritmali formulden
yararlanilabilir.

dx =— dx = :—-ln|ax+b|+C
ax+b a’ax+b a

k k a k k
J o

13
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Ornek
j :—j :—1n|2x 5+ C
2x -5 2x —
Ornek
[ = [ =il 2w e
2x+7 2x+7 2
b) I de hali u=ax+b doniigiimiiyle ¢oziiliir.
(ax+b)"
u=ax+b ise du=adx ve dx:ldu
a
[t =4 L
ax+b a’u
k u—n+1 k
a —n+1Jr a(—n+1)u’H "
Ornek
3 3 3
dx = +C=- +C
I (4x -5)° ) 4= 6+1)(4x-5) 20(4x - 5)
Ornek
4 4 2
——dx = +C= +C
I(z_x)s Y S e G

c) f()—gig hali

Rasyonel ifadesinde payin derecesi paydanin derecesinden blyuk ve ya esit ise pay
paydaya bollunur.

P(x) _

f(x)Z@—

(x)+ QE ; seklinde yazilir ve sonra ayri ayri integralleri alinir.

14
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Ornek

2
J-3x +2x+3dx:?

x> +1
Cozum
3x7 +2x+3 x2+1

C3x243 3

2x

J-3x +2x+3d _J-S(x +1)+2x

-I(

dx =
xt+1

}h j&u+j

a’x=3x+ln‘x2 +1‘+C

Ornek
4 2
J~x +32x +xdx=?
x” +1
CGozim
xt+2x% +x x> +1
xt+x X
2x?
4 2 3 2 2
Ix +32x +xdx=.[x(x +31)+2x dx=j ot 23x I
x  +1 x” +1 x” +1
—dex+j =— —I =—+—ln‘x +1‘+C
x® +1 x+1

15
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Ornek

[ Y x=2

x—2

Gozuim

I X dx:.[x_2+2dx:j(l+ 2 jdx=

) X—2 x—2
2

:de+.[ dx:x+2.1n|x—2|+C
Xx—2

dx .
d) J.axz +bx+c hall

Eger ax’+bx+c polinomu carpimlarina ayriliyorsa ifade basit kesirlere ayrilarak
integre edilir. Basit kesirlerine ayrilmiyorsa arctan x formulline benzetilerek ¢ézulur.
Simdi birkag rasyonel fonksiyonu basit kesirlere ayiralim.

Ornek

1 1 A B

Y4 (x-2fx+2) x-2 x+2

1=A(x+2)+B(x-2)
1= Ax+2A4+ Bx—2B
1=(4+B)x+(24-2B)

A+B= —-2A-2B =
+ 0 }: 24A-2B=0 }:_4321
2A-2B=1 2A-2B=1

1
=>B=—— ve A=-—

4 4

r_1

yani -4 4 ! !

= + = —
x' =4 x-2 x+2 4(x-2) 4(x+2)

16



Q MATEMATIK-II Abdullayeva, Cetin, Tagkin

Ornek

2x+1 2x+1 A Bx+C

_ — — +
X +27  (x+3)(x*-3x+9) x+3 x*-3x+9

2x+1=A(x* =3x+9)+(Bx+ C)(x +3)
2x+1=Ax" =3A4x+9A4+ Bx* +3Bx+ Cx +3C
2x+1=(A+B)x” +(-34+3B+C)x+(94+30C)

A+B=0 B=-4
1-94
—34+3B+C=2 ]—3A+3.(—A)+T=2
94+3C =1
co1-94
3
= —3A—3A+%=2
~184+1-94=6
—274=5
__3
27
_3
27
1—9—i 1+
(27) 3+5 8
C= - - _°
3 3 9 9
5 5 8
2x+1 27 _ 277 9
yani 3 = =—
x*+27 x+3 x"-3x+9

5 N S5x+24
27(x+3)  27(x* =3x+9)

17
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Ornek

x*+3 A B C Dx+E

2 2 = + 2+ 2
x(x+1D)"(x"+1) x x+1 (x+1) x°+1

X +3=A(x+1)>(x* + 1)+ Bx(x +1)(x* + 1)+ Cx(x* +1) + (Dx + E)x(x + 1)

X +3= A +2x° +2x7 +2x+ D)+ B(x* +x° +x° +x)+ Cx’ + Cx+ Dx* +2Dx” + Dx* +
+ Ex’ +2Ex* + Ex
x' +3=Ax* +24x° +2A4x* +2A4Ax+ A+ Bx* + Bx’ + Bx> + Bx + Cx’ + Cx + Dx"* +2Dx” + Dx* +
+ Ex’ +2Ex* + Ex
x*+3=(A+B+D)x*+2A+B+C+2D+E)x’ +(2A+B+D+2E)x* +
+(2A+B+C+E)x+B

A+B+D=0 ) )
24+B+C+2D+E=1 B+D=-3 2D=-5+6
YA+ B+D12E=0  p= DTCT2DTE=SSL b
24+B+C+E=0 B+D+2E=-6 B
43 ) B+C+E=-6 ) =5

:>B:—3—l=—Z:>2E:—6+Z—l:—3:>E:—é
2 2 2 2 2

:>C=—2A—B—E=—6+Z+§=—1
2 2
yani A=3
__7
2
C=-1
p=1
2
E=—i ve
2
7 1.3
x'+3 3 2 -1 +2x 2
x(x+D*(x*+1) x x+1 (x+1)> x> +1
3 7 1 x-3

T 20e41) (Al 20 1 D)

18
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Rasyonel ifadeler yukarida gortldigu gibi basit kesirlere ayrilir ve integral

parcalanarak kolaylastirilr.

Ornek

I3§_ldx:?

x =1

CGozim

3x-1_ 3x-1 A4 B

= = +
=1 (x=Dx+1) x-1 x+1

3x+1=A(x+1)+B(x—-1)
3x+1=A4Ax+ A+ Bx—B
3x+1=(4+B)x+(A—-B)

A+B=3 }:>2A:4:>A:2
A-B=1 B=1

3x-1 A B 2 1
J.x)zc—ldxz'[(ﬁ—l—x+l dx:jx—ldx+jx+ldx

= Infx— 1|+ Infx+ 1|+ C = Inf(x = 1)* (x+ [ +
Ornek

J‘ 3x—1 dr =9

(x* —=2x-3)
Cozim

3x-1 3x-1 4 N B
x*=2x-3 (x+D(x-1) x+1 x-3

3x-1=A4(x-3)+ B(x+1)
3x-1=4x-34+Bx+ B
3x-1=(4A+ B)x+(-34+B)

A+B=3 :—A—B:—3 A =4 A=
-34+B=-1 -34+B=-1 B=2

19
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I—3x_l dx = (i+ B jdxz ! dx+_[ 23

=Infx +1|+ 2Injx = 3|+ C = In|(x + 1)(x = 3)°|+ C

Ornek

dx =7

I

Coéziim

x+1 x+1 ! N Bx+C
¥ -1 (x=Dx*+x+1) x-1 x*+x+1

x+1=A(x* +x+1)+(Bx+C)(x—1)
x+1=Ax" + Ax+ A+ Bx* - Bx+Cx—-C
x+1=(A+B)x’ +(A-B+C)x+(4-C)

a=2

A+B=0 Al 3
A—B+C:1]:A4tj; ]:3A=L:B:—§
A-B=1 T |
C=-—

3

Iﬁ+1dxzj(f4+_fx+c }h:
x =1 x—1 x"+x+1

2 2 1
I 3 dx+J.43d = 1n|x—1|—lln‘x2+x+l‘+C
x—1 x“+x+1 3
. dx . 2
e) eger I2— halinde ax” +bx+c carpanlarina
ax” +bx+c

ayriyrilmisa A >0

Ii—l arctanL+C veya
A+t A4 A 4

J‘1+x2

20

=arctanx + C formiiliinden yararlanarak ¢oziim yapilir.
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Ornek
zdx 5 = dxx =é %arctan +C= larctam 3 +C
X"+ 2
o1+ (= —~
" (1+( 3) ) 3
Ornek
I __ &,
x* +4x+5
Cozim
x> +4x+5  carpanlarmna  ayrimiyor.
I 5 d = I dxz = arctan(x +2)+ C
X" +4x+5 (x+2)" +1

Alistirmalar

1y [l 12) [— x4
X (x* +1)(x +2)
2 Ty 13
) '[ x? * ) J-x +2x+2
X 3x+2
3) Ixz +4dx 4 '[x +x°
2
4) fx_—xz_zdx 15) | ! de
X+ X’ +
x> +3 x* +2x?
5) Ixz 1 dx 16) J-ﬁdx
x? S5x+31
6 d 17) | ————d
) I1+x6 3 ) J3x2—4x+11 3
2_
4 R R —Y 1) [ T g
X°+2x+2 (x"+D@Ex+1)
2
8 [———a 19) [L 122
Ox” +6x+5 (x+1)
1 45 —x+1
9 —d 20) | ————d
) J.xz+4x—5 * ) J- x*+1 *
5-3x xt+2x+2
10 — 4 21 - _—d
) J.x2+4x—5 ) : '[ X+t .
3 2
11)..- : x+1 : 29 j2x +3x4+4
(x”+4x-5) (x+1)

21
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3x+2
23) |————dx
) j4x2 +4x+3

24 d
)j3+2x x? *

2x—1
25) | ————dx
)j4x2+4x—15
26) Iidx
x“+2x+2
2x+3
20 [

dx
4x* +12x+13

28) dex
x“+x+1

29) jx—ﬂdx

X +x +x
30)
'[(x +l)
J- x*+2
(x*+1)°
xT+x7+2x+1

32) I x4+2x2+1 dx

—5x-1
33 dx
) I P ox+2

5-4 BELIRLI INTEGRAL

5-4-1 RIEEMANN ANLAMINDA BELIRLI INTEGRAL

[a,b] araliginda surekli olan bir y = f(x) fonksiyonunu g6z 6nline alalim.Bu
fonksiyonun bu araliktaki mutlak minimum ve maksimum degerleri sirasiyla m ve M
olsun. [a,b] araligini n alt araliga ayiralim.

a = X0,X1,X3,euuen. Xn=Db

Bu alt araliklarin uzunluklari  Ax = b-
n

f(x) fonksiyonunun her alt arahgindaki en kigik ve en buylk degerleri sirasiyla
mg ve M, olsun.

esittir.

22
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Y r'y
7’3 y=1(x)
a ;
F.
/ ~
i/ I
mt Rt
0 A= e Hor Semse e e e Hp3 Hna Enel En= D
SEKIL-1
Bu halde;
S(n) =mAx, + myAx, +.......... m,Ax, = kaAxk (alt toplam)
K=1

S(n) = M Ax, + MyAx, + oo, M Ax, =D M Ax, (iist toplam)
K=1

s(n) <S(n)

Gunki m, <M,

Eger f(x)=sabitise s(n)=S(n)

Alt toplam alttan sinirh bir dizi ,Gst toplam da Ustten sinirli bir dizidir.
Gergekten, y =f (x) fonksiyonunun [ a, b ] aralhindaki mutlak minimum m ve

mutlak maksimum M oldugundan ;
m< m4, m<ms,...... , mpve M>My, M>M,,..., M>M, ve

s(n) = MiAXs + maAx + ........ +MpAXy >M (AX, +AX, +...... +Ax,) = m(b-a)

Yani  s(n)>m(b-a)

S(u) = M1Ax, + M2 Ax, + ... + My Axp< M(AX, +Axo+...+AX,=M(b-a)

Yani S(n) < M(b-a)
Yukarida elde ettigimiz esitsizlikleri dikkate alirsak;

m(b-a) <s(n) < S(n) < M(b-a)

23
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[a,b] araligini [Xo,X1],[X1,X2], ... ,[Xn-1Xn] araliklarina boélelim.Alt araliklarin her birinden
bir nokta segelim c4.Cy,......c, (s€ekil-2). Bu noktalarda y = f(x) fonksiyonunun aldigi
degerler sirasiyla f(cq),f(c2),.....f(cn) olsun.

vy A

i)

o y =f(x)

fica)

0 a= Hg L1 X1 C3 Ha Hnl Cn En=h

Sekil-2

Buna gore her dikdortgenin alan;
Sy = flep) Ax,

Alanlarin toplami ise;
S(n) = f(c,)Ax, Ax, + f(c,)Ax, +......... + f(c,)Ax, = Zf(ck)Axk

Her bir m, < f(c,)<M, ve Ax, >0 igin
m,Ax, < f(cy)Ax, <M, Ax, ve

kaAxk < Zf(ck)Axk SZMkAxk
k=1 k=1 =1

Yani s(n) <S, < S(n)

24
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Tanim
y = f(x) fonksiyonu [a,b] araliginda surekli bir fonksiyon olsun.[a,b] araligini n
tane alt araliga bolelim ve her araligin uzunlugu Ax olsun.

Eger lime(ck )Ax, =L ise bu limite y = f(x) fonksiyonunun a ve b sinirlari

Ax—0 k=1

# b
arasindaki belirli integrali denir ve hme(cK)Axk = _[f(x)dx seklinde gosterilir.

Ax—0 k=1

a sayisina integralin alt siniri, b sayisina integralin Ust sinint , [a,b] araligina
integrasyon araligi ,x degiskenine de integrasyon degigkeni denir.

Tanim

y = f(x) fonksiyonu [a,b] araliginda surekli ve negatif olmayan bir fonksiyon
olsun.Bu takdirde f fonksiyonunun egrisi, Ox ekseni, x=a ve x=b dogrulari
arasinda kalan alan A ise;

A :j.f(x)dx

5-4-2 BELIRLIi INTEGRALIN OZELLIKLERI

1- Eger f(x) fonksiyonu x=a noktasinda tanimli ise jf(x)dx =0

2-Eger f(x) fonksiyonu [a,b] araliginda integrallenebilen bir fonksiyon ise ;

b a

[ £@Gdx =~ f(x)dx

a b

3- Eger f(x) fonksiyonu [a,c] ve [c,b] araliginda integrallenebiliyorsa;_

b c b

j f(x)dx = j f(x)dx + j f(x)dx

4-f ve g [a,b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ve k bir sabit olsun.Bu takdirde;
b b

a) [ kf (x)dx = k| f (x)dx

b) [/ (x)F g(x)ldx = [ £ (x)dx F [ g(x)dx

25
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5-4-3 INTEGRAL HESABIN TEMEL TEOREMi

Teorem

y = f(x) fonksiyonu [a,b] arliginda surekli bir fonksiyon ,F(x) fonksiyonu da her bir
x €[a,b] igin f(x)=F'(x) sartini saglayan bir fonksiyon olsun.Bu takdirde ;

jf(X)dx =F()-F(a)

Ornek
55 5 1\S
Ix4dx:x—|:2——( 1) =32+1=£:6,6
54 5 5 5 5
Ornek

z p

7 .2 T

Icosxdx:smx =sin—-sin0=1-0=1
0

0

Ornek
: :
j dj; = tan |:an——tan0—1 0=1
o COS™ X 0 4
Ornek
j dx _(2x+1)*llT__ I PR SN S
 2x+1)° —1 21 2Qx+D1 22141 2.(2.1+1)
T R
Ornek
I3cos£dx=3.23in£ — 6sin > =6(sin£—sin0)=6.(l—0)=6
2 2) 2) 2
Ornek
\/_ 2

j(x+—)dx_j(x+x2)dx—(—+
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(£+2\/Z)—(£+2\/1_—(8+4)—(1+2)—8+4—l—2—10—l—2
2 2 2 2 2 2

Ornek
1 x 1 1 0 _ _
IO.Sxdx: 0.5 _ 0.5 B 0.5 :0.5 1: 0.5: 1
0 In0.5; In0.5 In05 In05 In05 In4
Ornek
1 2x 1 2 0 _
.[ezxdx:e LA - 1
) 2 ) 2 2
Ornek
1
1 x 1 -2 2——
szdx: 2 | = 2 —2 = 4 = 7
’, In2' In2 In2 In2 4In2
Ornek
7 7
@=21n|x||=2(1n7—1n1)=21n7
1 X 1
Ornek
1 1
[ dx =—11n|3—2x||=—l.(1n|3—2|—1n|3+2|
3-2x 2 L2
1 1 In5
=—-—(nl-In5)=—In5=—=1n+/5
5 )= : Vs
Ornek
de e
— =Infx||=Ilne-In1=1-0=1
P X 1
ALISTIRMALAR
2 1
1)J.dx ’|7)J‘(2x2 —5x—="T)dx
-1 -1
3 7
2) [ 5dx 18) Id—f
0 2 X

27



Q MATEMATIK-II

3) ixdx
-2
4)j‘x2dx

0

5)}(3 —2x)dx
6)j‘(x2 + 1)dx

7) j (x> +2x)dx

i
8) J.sinfcosfdx
)22

10) I(sinx—3cosx—x)dx

Wl

In2

12) Jez’“dx
0

13) j.mdx

2 3 _
O)J-2x +';’ax 2x
1 X

21)

22)

23)

24)

25)

I sin Sxdx

0

cos xdx

O N —— [y

Tsin gdx

-

2
J- dx
A2x+5

de

0 cos® =

Slres

2x

2 X X
7) | (sin= + cos =)*d
) J(sin +cos ) dx

28)

0

(1+ cos2x)dx

O o [N

29) j (1+2x)° dx

28
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dx 2

8
14 30) [ xe* dx
)'£ x+1 )'([
3 e 2
15) [ L& 31) [ X2 ax
o 3x+1 X
> f
16) [ 3 dx 32) [ tan” xdx
-1 0

2

5-5 Niimerik integral
Bazi fonksiyonlar var ki, onlarin integralini bulmakta sikinti ¢ekebiliriz. Yani, higbir
kurali kullanmak olmuyor. Bdyle hallerde belirli integralin yaklasik degerini bulmak

isimize vyarar. Belirli integralin yaklagik degerini bulmak icin biz iki yontem
arastiracagiz.

5-5-1 Yamuk Kurali

}'Jl ._.—-—'_'_'-

_—

24
-

a= X, % X I::"=}':n

f (x) fonksiyonu [a,b] aralidinda strekli ve pozitif degerler alan bir fonksiyon olsun.

b
y =f (x) egrisi, x=a, x=b ve ox ekseni ile sinirli olan bdlgenin alani= If(x)dx olsun.

[a,b] arahgini n tane esit pargaya bolelim. Her bir araligin genigligi Ax = b-a olacak.
n

1 yamugun alani

29
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2 n
y _f(x1)+f(x2).b—a
? 2 n
4 o)+ f,) b-a
! 2 n

b—
=75 )+ 2 ()4 2 () + et 21 (5, )+ £ ()
Boylece,
b
b—
[ rlokte =22 (g 215+ 21 (5, )+ £ (5,)
Ornek
‘ 1-0 1 1 1 3
A=‘([«/2x+1dx M:T:Z’ x1=Z, xz:a’ x3=Za x4:1
a) n=4 icin yamuk kuralina gére A=?
Cozim
1
A:j«/2x+1dx:%{«/2~0+1+2- 2%+1+2-\/2%+1+2\/2%+1+«/2~1+1J
) . '\/
1 3 5 1
:—(1+2-\/:+2-\/5+2-\/:+\/§}=—-(1+2,5+2,8+3,2+1,7)=1,4
8 2 2 8
1 ‘ ! (2x+1)§ 1
I\/2x+1dx=j(2x+l)2dx: 3 5-[
0 0 — 0
2
_«/(2x+1)3j- IR U MR B
3 4 3 3 3 ’
b) n=6 ar=120_1
6 6
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! 2 0+1+2- ‘/2 —+1+2 \/2 —+1+2- \/2 %+1+2 \/2 %+1+
2-.12- —+1+ 2 —+1
L 1+—+2 \/7+2 V242 \/7+2\/7
12 3

_ 1. (1+24+26+28+31+33+17)—E 169 =14

Cozum

O

1
A=j 2x + ldx =
0

\S)

12
Ornek
1
IVx2+1dx n=4 Ax:b—a:l
0 n 4
Cozum
1-0 | 13 1Y 1Y ? 5
jx+1d EwE AR AR g IR et B IR A B +1+12 +1
0
1 17 5 25
=—|14+2- | —+2-,[—+2-. [ —++/2
8( 16 4 16 \/_J
=%-(1+% RN 2}:%-(1+21+22+2,5+14) ~92=23=12
Ornek
2
J- dx ’ ned Ax=b_a=2 Ozl
0 1+)C3 n 4 2
Coziim
dx 1 1 1 1 1 1

= +2 +2- +2 + =

Il P 2| J1+0° (1)3 NIURE \/ (]3 V1428
+| = +| =
2 2
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_L 1+2'2*/§+i+2'2‘/5 1 =1-(1+1,9+1,4+0,9+1]=1,4
4 3 2 35 4 3
Ornek
1
P N
oy X~ +1 n 6 6
Cozum
1
-[lezlz_g 0211+2 12 +2- 12 +2- 12 +2 12 +2 12 +1211:
X"+ + +
’ Do 2o Bl [Bla 2]+
6 6 6 6 6

i 72 9 8 18+ 72 1
12 37 5 5 13 61 2
1

=—:9,4=0,783~0,8
12

Ornek

5

I x_ldx, n=4 Ax:S—_l=l

X 4

Cozim

T x—-1 5—1(N1-1 . \J2-1 _ B-1 _ Ja-1 +J5-1
j dx = +2- +2- +2- +
Sy 2-4( 1 2 3 4 5

242 32

_L 0+1+—+— = =l.(1+o,94+o,86+o,4)=1.3,2=1,6
2 2 5) 2 2
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5-5-2 Simpson Kurali

Belirli integralin yaklasik degerini hesaplamak igin kullanilan yontemlerden birisi de
Simpson kurahdir. Simpson kuralina gore

f(x) fonk3|yonu [a,b] araliginda surekli bir fonksiyon ise

y=
] (ke = 5 410 27 (5 45 o 1,)

Ornek

1
A=J«/2x+ldx
0

) et NS EE
n 4

Coziim

1
A:J-«/2x+1dx:ﬂ-(«/2.0+1+4-\/2%+1+2\/2-%+1+4.\/2%+1+«/2o1+1j
0

3.4

1 43 445 1
=1+ 4 22+ 2 4B = —(1+449+28+63+1,7)=1,4
12 [ V2 V2 \/_] 12 ( )

b) n=6 av=bza 120
n 6

1
6

Cozim

J\/2x+ dx——6 N2-0+1+4- \/2 é+1+2 \/2 §+1+4 \/2 2+1+2 \/2 2+1+4 \/2 6+1+\/2 1+1

(1+—+2\/7+4\/§+2\/7+8\/7 J 1+46+26+56+31+65+17)

:i-25,1:1,4
18
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J‘ x—1 b—a 5-1

:—:1

im 5—1_(\/1—1+4.\/2—1+2_\/ﬁ+4.\/ﬁ+\/ﬁ]

x T34 2 3 4 5

=%-(0+2+¥+ 3+%J=%-(2+O,94+1,73+0,4):%-5=1,67

ALISTIRMALAR

Asagidaki belirli integrallerin yaklasik degerlerini yamuk kurali ve Simpson kurali ile
bulunuz.

4
3x
1 dx , =4icin
)'([x+4 g " ¢
2
2) '[x/1+x5dx, n=6 igin
0
4
3) Ix2V1—x3dx, n=6 igin
0
1 x2
5 2_
5).[ xx2 1abc, n=4 igin

1
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1) J.sin2x dx="7

1 1
A)—50052x+c B)—cos2x+c¢ C)2cos2x+c D)Ecosx+c E)cosx +c¢

Cevap A
2) [sin(3x +4) dx =7

A)—cos(3x+4)+c B)cos(4x+3)%+c (0) —cos(3x+4)%+c

D)—3cos(3x+4)+c E)cos(3x+4)+c

Cevap C
3)jsin(ax+b) dx="7
1 1
A) cos(ax+b)-—+c  B) —cos(ax+b)-g+c C) —acos(ax+b)+c
a
D)cos(ax +b)+c E) —cos(ax+b)-l+c
a
Cevap E
4).[(sin2 x — cos’ x) dx="?
. 1 . 1 . X
A)—sin2x+c B) —Esm2x+c C) 5s1nx+c D) 2sm§+c
E) —lsinx+c
2
Cevap B
S)Icos3x dx="7
A)—%sinx+c B) —3sin3x+c¢  C) 3sin§+c D) %sin3x+c
E)-3sinx +c¢
Cevap D
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6)j[cos22 sin Ejdx ?

A)sinx +c¢ B) —sinx +c¢ C) —cos2x+c¢  D)cos’x+c
E) sin2x +c¢

Cevap A
7)_[sin2 xdx="?

x 1. x 1. x 1.
A)———sin2x+c B) —+—sinx+c C) ———sin2x+c
4 4 2 4 2 4
x 1. x 1.
D)—+—sin2x+c¢ E) ———sin2x+c¢
2 4 4 2

Cevap C

sin” x
8 j —9
1+cosx

I . .
A)x+cosx+c B)x—Esmx+c C) x+smx+c D) x —cosx+c¢

E) x—sinx +c
Cevap E

9)Itan2xdx:?

A)tanx +x +c¢ B) tanx —x +¢ C)—tanx+x+c D) —-tanx—x+c¢

1
E) —tanx—x+c¢
2

Cevap B
lﬂ)j(cotanzx + 3) dx="7
A) cotanx —x+c B) —cotanx —2x+c¢ C) cotanx+2x+c
X
D) —cotanx +2x+c E) —cotanx+§+c
Cevap D
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ll)jcos2 2x dx — Isinz 2xdx =2

A)%sin4x+c B) %sin4x+c C) —%sin4x+c D) —2sin4x + ¢
E) —lsin 4x +c
2
Cevap A
12)Itan4xdx:?

Atan’x+x+c¢ B)tanx—cotanx+c¢ C)tanx—x+c¢ D)tan’x—x +c¢

1
E) Etan3x—tanx+x+c

Cevap E
x X xY
13) I” (sin— + cos—j dx ="
5 2 2
A) T B) ~ C)l 0 Z 41 E)”—_2
2 4 2 2
Cevap D
14) J:SLZ =9
2 tanxcos” x
1 1
N B)+/3 C)In2 D)In3 E)Eln3
Cevap E
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IS)I COSX =9
1+ sin’ x '
Vs T 1 T 2
A)—— B)— O)— D)— E)—
4 2 4 4 3
Cevap A
16)_"cos3 xdx="?
. : . l . . I .
A)3s1nx—s1n3x+c B)smx—gsm3x+c C)smz’x—gsmx+c
| R . 1 3
D)gsm X—sinx+c E)cosx—gcos X+c
Cevap B
17)Jlsin2 xcos’ x dx="?
I ., | . 3 4 | |
A)—Smm x——Ssm x+c¢ B)sin" x+cos x +c¢ C)—sm x——sm" x+c
3 4 3 5
: : 1. I .
D)3sin’ x — Ssin’ x + ¢ E)gsmsx—gsm3x+c
Cevap C
COSX — 1
18)j =9
sin® x
A)—— —cotanx + ¢ B)———+cotanx+c¢ C)sinx+ cotanx +c
sin x sin x
D)tan x + cotanx + ¢ E)x +cosx —cotanx + ¢
CevapB
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1
19| ——dx=?
)-[l—cosx

A)—cotanx ———+c¢ B)cotanx —sinx + ¢ C)—tanx ———+c¢
sin x sin x
D)cotanx — +c E)—+c¢
Ccosx sin x
Cevap A
ZO)I(sinx —cosa)dx="?
A)cosx +sina +c¢ B)—cosx+xcosa+c¢ C)xsina—sinx+c
D)—cosx —xcosa+c¢ E)—cosx—sina+c
Cevap D
1 o . - "
21. J(l—x+—j dx  asagidakilerden hangisine egittir?
X
A)x—x2+\/;+c B)x+x*+x +c¢
1 1
C)x—x3+—2+c D)2x——x2+ln|x|+c
X 2
1,
E)x—Ex +ln|x|+c
CEVAP  E
22. J(2x+3) dx integralinin sonucu nedir?
A)x* +3+c B)2x* +3x+c
C)x* +3x+c D)§x3+3x+c
E)x+3x* +c¢
CEVAP : C
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23. J.(3—x)2 dx asagidakilerden hangisine esittir?

A)B-x) +c B)§x3—3x2+9x+c

1

3—x

O)x’ +x>—x+c D) +c

E)3x’ +2x* —x+c¢
CEVAP : B

24. Asagidakilerden hangisi f(x)= 1 — 2x fonksiyonunun bir integrali degildir?

A) f(x)=x-x B) f(x)=1+x—x’
C) f(x)=3+x-x> D) f(x)=v2+x—x"

E) f(x) =2x—x
CEVAP : E

25. Turevi f(x)=3x>+5 olan g(x) fonksiyonu asagidakilerden hangisi olamaz?

A) X +5x B)x’ +5x—+/2
O)x’ +5x+4 D) x’ + 5x + 5000
E)x’ +5x" +x
CEVAP : E
26. J(x—2)(x+ 2) dx integrali asagidakilerden hangisine esittir?
A)(xz—ZXx2+2)+c B)x* —4+c¢
O)x’ —4x+c D)%x3—4x+c
E) (x2 — 2xXx2 + 2x)+ c
CEVAP :D
27. J.(3x+5)40 dx integralini hesaplamak icin en uygun degisken degisikligi
asagidakilerden hangisiyle yapilir?
A)u=3x+5 B)u=3x CQu=x+5
D)u=3x-5 E)yu=x-5
CEVAP : A
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x2
4x° +5
asagidakilerden hangisidir?

28. _[ dx integralini kolay hesaplamak i¢in en uygun degisken degisikligi

Au=x B)u =4x" +1
Qu=x"+5 D)u =x"+20
E)u=4x"+5

CEVAP : E

29. G(x) = J.(ex +2x) dx olmak uzere, G(0) =2 baslangi¢ kosulunu saglayan c
integral sabiti kagtir?

A)0  B)1 C)2 D)3  E)4
CEVAP : B

30. F(1)=2 ise F(x)= j(3x2 —2x+1) dx integrali sonucundaki c degeri kagtir?

A)-2 B)-1 C)0 D)1 E)2

CEVAP:D
31. j(2x+3)5dx asagidakilerden hangisine esittir?
A)$(2x+3)6+c B)%(2x+3)6+c
C)5(2x+3) +c D)10(2x +3)* +¢
E)(2x+3) +c
CEVAP: A
3 dx o . - -
32. J asagidakilerden hangisine esittir?
3x+2
A)In3x+2|+c B)In+/3x+2 +c
C)(3x+2)2+c D)%x2+2x+c
E)3x* +2x+c
CEVAP : A
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X -

2

33. Ave B uygun sayillar olmak uzere, f(x)= 4 fonksiyonu

asagidakilerden hangisine esittir?

A)£+i+l B) 4 + +1
x x-1 x=2 x-2
C)£+ B Di+i+l
x x—-4 x—1 x+1

E)£+£2+1
X X
CEVAP : Ds
34.
ay
4
-2 2 X
T\
y=4-x2

Sekilde, denklemi y = 4 —x” olan paraboliin grafigi ve x- ekseniyle sinirli tarali
bdlgenin alani kag birim karedir?

A)3 B)16 C)32 D)? E)%
CEVAP : E
35.

ay P
y= 3x -6x
X
o7z *

-3

y = 3x* —6x fonksiyonu ile x — ekseninin sinirladi§i ve sekilde tarali olarak gdsterilen
alan kag birim karedir?

A)6 B)5 C)4 D)3 E)2
CEVAP:C
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